TRANSFORMEE DE LAPLACE











I/ Définition et images des fonctions élémentaires





1°/ Définition et théorème d’unicité


�


f(t) est défini quel que soit t appartenant à � INCORPORER Equation.2  ���





On appel transformée de Laplace (notée « � INCORPORER Equation.2  ���(f(t)) »)





�





�
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or on sait que : � INCORPORER Equation.2  ���


Cette égalité n’a de sens que si il y a une limite finie ! Donc g(t) doit être continue.





Définition d’une fonction continue : Une fonction est continue sur l’intervalle [A ; B] si elle ne possède sur cette intervalle que des points de discontinuités de 1er espèce (des points de discontinuités où la limite à gauche et à droite existe mais en générale diffèrent).





�	Exemple :






































Problème : � INCORPORER Equation.2  ���	existe t - il ?


Théorème d’existence : Si la fonction f(t) est continue par morceau sur � INCORPORER Equation.2  ���et si il existe M , m tel que


� INCORPORER Equation.2  ���


alors la transformé de Laplace existe si


réel de p>m





Propriété : linéarité


		quelque soit  � INCORPORER Equation.2  ���
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�����	Vocabulaire : 























Théorème d’unicité : Si deux fonctions f(t) et g(t) ont même image et qu’elles sont continues alors elles sont égales sur � INCORPORER Equation.2  ���
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2°/ Image des fonctions élémentaires





Fonction d’Heaviside
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Démonstration : H(t) est continue par morceaux


		il faut trouver M,m telle que � INCORPORER Equation.2  ���	M=1   et   m=0


		la transformée de Laplace existe si :		réel p>m  (m=0)
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Fonctions sinusoïdales (sin t ; cos t)





��


	





�
	Démonstration : � INCORPORER Equation.2  ���
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Fonctions Hyperboliques (sinh t ; cosht)
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	Démonstration : � INCORPORER Equation.2  ���
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3°/ Changement d’échelle, translation et périodicité








	Théorème : si � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� existent alors


changement d’échelle :


�


�


�











translation :





�


��














périodicité : f(t) est périodique de période T si f(t+T)=f(t)


				Théorème : si f(t) est une fonction périodique sur � INCORPORER Equation.2  ���et de période T alors





�























II/ Principe de la transformée de Laplace par rapport à la dérivation et le produit de convolution





1°/ Dérivation de l’image








	Théorème : si � INCORPORER Equation.2  ��� alors
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	Exemple : � INCORPORER Equation.2  ���








�
2°/ Image des dérivée








	Théorème : si f(t) et ses dérivées nieme sont continues et si leur transformée de Laplace existe alors
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	Exemple : � INCORPORER Equation.2  ���











3°/ Produit de convolution et transformée de Laplace








	Définition : soit 2 fonction f1(t) et f2(t) appartenant à � INCORPORER Equation.2  ���


			on appel produit de convolution de f1 par f2 la fonction notée





�











�	Propriétés :
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	Théorème : Si la transformée de Laplace de � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� existe alors la transformée de Laplace de


� INCORPORER Equation.2  ��� existe aussi et on a
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	Exemple d’utilisation : résolution d’une équation différentielle
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III/ Résolution d’équations différentielles





1°/ Recherche de l’originale d’une fraction régulière








	On appel fraction rationnelle régulière, une fraction du type





��








�


�	Exemple :























	Théorème de décomposition en éléments simples dans C:


		Si   � INCORPORER Equation.2  ���   est une fraction régulière et si 


��











		alors :
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�	Remarque :











�
	Problème : � INCORPORER Equation.2  ��� existe-t-il ?
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	Exemple : � INCORPORER Equation.2  ���
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2°/ Résolution d’équations différentielles





Equation intégraux différentielle
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� INCORPORER Equation.2  ��� est élémentaire donc � INCORPORER Equation.2  ��� est régulier :	� INCORPORER Equation.2  ���


L’équation se résous toujours si � INCORPORER Equation.2  ��� est élémentaire.


�
b)   Equation différentielle linéaire d’ordre n





��	Définition : on appel équation différentielle linéaire d’ordre n une équation du type

















		et n conditions initiales :
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Toute équation différentielle linéaire d’ordre n à une solution par les transformées de Laplace si f(t) est une fonction simple.





�
IV/ Formulaire
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	exemple d’application : recherche de � INCORPORER Equation.2  ���
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	Lorsque l’on doit calculer quelque chose du type


� INCORPORER Equation.2  ���


il faut d’abord vérifier que 	� INCORPORER Equation.2  ���
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�


Si � INCORPORER Equation.2  ��� est une fonction périodique de période T


alors � INCORPORER Equation.2  ���











�
V/ Dictionnaire d’images











Fonctions


�
Transformés�
Conditions�
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)>0�
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)>0�
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)>0�
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)>0�
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)>1�
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)>1�
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)>1�
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)>0�
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)>0


� INCORPORER Equation.2  ����
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)>0�
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)> � INCORPORER Equation.2  ���


� INCORPORER Equation.2  ����
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)> � INCORPORER Equation.2  ���


� INCORPORER Equation.2  ����
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel � INCORPORER Equation.2  ���> � INCORPORER Equation.2  ���


� INCORPORER Equation.2  ����
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)> � INCORPORER Equation.2  ����
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)> � INCORPORER Equation.2  ���


(si � INCORPORER Equation.2  ���)�
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)> � INCORPORER Equation.2  ����
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)> � INCORPORER Equation.2  ����
�
� INCORPORER Equation.2  ����
� INCORPORER Equation.2  ����
Réel (p)> � INCORPORER Equation.2  ���  et  � INCORPORER Equation.2  ���


� INCORPORER Equation.2  ����
�
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� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER MgxDesigner  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





L’image





L’originale





� INCORPORER Equation.2  ���





Quelque soit t � INCORPORER Equation.2  ���


f et g continues





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER MgxDesigner  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





Quelque soit � INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





Quelque soit � INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





On pose :


� INCORPORER Equation.2  ���





2 conditions initiales :


x(0)=0


x’(0)=0





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





Où 	degré R < degré Q





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





Non régulière








Régulière





� INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� � INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





On pose :


� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





On pose :


� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ��� :transformée inverse





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���





� INCORPORER Equation.2  ���











